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Resumen. 5l concepto matem2tico de derivada es =undamental para la comprensión de los conceptos económicos en general > microeconómicos 
en particular9 5n esta investigación anali;amos la aplicación > el uso del concepto de derivada en conceptos de microeconom?a en alumnos de 
@A de BacCillerato DEFGEH aIosJ Kue cursan la materia de L5conom?aM > en alumnos de EA de Niencias 5mpresariales matriculados en la materia 
de LOicroeconom?aM9 8 travPs de un cuestionario de Q tareas > entrevistas cl?nicasR estudiamos cómo los alumnos utili;an los signi cados del 
concepto de derivada en el registro algeBraico > gr2 co al resolver situaciones de econom?a9 5l an2lisis de las respuestas dadas por EH alumnos 
DS de BacCillerato > S de universidadJ indica la di cultad Kue tienen los alumnos en maneTar los signi cados de la idea de derivada en el registro 
gr2 co cuando se usa para eUplicar decisiones relativas a conceptos de econom?a Kue la derivada a>uda a modeli;ar9 5stos resultados pueden ser 
eUplicados por la marginación del registro gr2 co en =avor del algeBraico en los curr?culos de matem2ticas > el poco Pn=asis colocado soBre las 
tareas de conversión > soBre la eUplicitación de los signi cados de medida de variación en la enseIan;a de los conceptos económicos9 
Palabras clave. Nomprensión matem2ticaR derivadaR registros algeBraicos > gr2 coR conceptos de econom?aR did2cticas espec? cas9
The usefulness of derivative concept in learning economic concepts by high school and university students
Summary. VCe matCematic concept o= tCe derivate =unction is a We> concept in understanding microeconomic concepts9 Xe anal>;ed tCe use 
o= tCe derivate in microeconomic concepts among second >ear Bavvalaureat students DEF or EH >ears oldJ and Est >ear Business management 
degree students9 VCrougC a Kuestionnaire composed o= Q microeconomic tasWs and tCe intervieYs to tCe studentsR Ye anal>se CoY students use tCe 
grapCical and anal>tical meanings o= tCe derivate concept in solving economic proBlems9 VCe anal>sis o= tCe ansYers points out tCe di= culties 
tCat students Cave YCen using tCe meanings o= tCe derivate conceptR mainl> in tCe grapCical representation9 VCe marginali;ation o= tCe grapCical 
representation and tCe =avour o= tCe algeBraic one in tCe matCematics curriculum and tCe small relevance given to conversion tasWs in teacCing 
economics concepts could eUplain tCese results9 
Keywords. 6nderstanding matCematicsR derivate =unctionR algeBraical and grapCical representationsR economic and microeconomics conceptsR 
speci c didactics9
INTRODUCCIÓN
8lgunos conceptos matem2ticos son utili;ados para moG
deli;ar situaciones > poder =acilitar su maneTo9 Za 5coG
nom?a es un campo en el Kue esta situación es claramente 
visiBle9 5sta situación Ca =avorecido Kue durante los [lG
timos aIos se Ca>a empe;ado a reali;ar investigaciones 
Kue anali;an la relación entre la comprensión de concepG
tos económicos > los conceptos matem2ticos utili;ados 
en la construcción de modelos D\allard > ]onsonR @^^_` 
NoCn et al9R @^^^` ae>R @^^bJR as? como la manera en la 
Kue los pro=esores de econom?a relacionan los signi G
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   cados de los conceptos matem2ticos con los conceptos económicos Dcarc?aR 8;carate > OorenoR @^^QJ9 5n parG
ticularR \allard > ]oCnson D@^^_J mostraron Kue eUiste 
una correlación directa entre el PUito Kue presentan esG
tudiantes preuniversitarios en un curso de introducción 
a la microeconom?a > el maneTo de Cerramientas maG
tem2ticas B2sicas9 Por otra parteR ae> D@^^bJ conclu>ó 
Kue la Buena utili;ación del registro gr2 co es esencial 
para aprender microeconom?aR llegando a a rmar Kue 
sólo el registro gr2 co es necesario para aprender > 
enseIar microeconom?a9 8dem2sR \utler > sus colegas 
DESSbJ anali;aron los e=ectos de un curso semestral adiG
cional de c2lculo di=erencial en el aprendi;aTe de teor?a 
económica intermediaR conclu>endo Kue eUist?an meToG
ras en la comprensión de los conceptos Kue articulan la 
teor?a microeconómica pero no as? en los conceptos de 
macroeconom?a9 Zos resultados de estas investigaciones 
indican Kue algunas veces los conceptos económicos se 
maneTan sin una Buena comprensión de los signi cados 
matem2ticos Kue los organi;an9 5sta situación implica 
Kue algunas veces las interpretaciones de las situaciones 
económicas resultan di=?cil de reali;ar como consecuenG
cia de Kue los estudiantes no poseen una comprensión 
adecuada de los conceptos matem2ticos Kue organi;an 
las situaciones económicas9 !esde este conteUtoR resulta 
importante empe;ar a generar in=ormación soBre la maG
nera en la Kue los estudiantes de contenidos económicos 
comprenden los conceptos matem2ticos Kue son utili;aG
dos en la caracteri;ación de las nociones económicas > 
cómo esta comprensión determina sus interpretaciones 
económicas de las situaciones9 !entro de esta proBleG
m2ticaR las cuestiones de investigación propuestas en la 
investigación reali;ada son:
f gNómo usan los estudiantes el signi cado del conG
cepto de derivada en la solución de proBlemas de ecoG
nom?ah
f giuP niveles de aplicación > comprensión del conG
cepto de derivada pueden identi carse en la resoluG
ción de proBlemas económicosh
Nomo paso previo revisamos lo Kue la investigación Ca 
aportado soBre las caracter?sticas de la comprensión de la 
idea de derivadaR Kue puede ser pertinente para entender 
el aprendi;aTe de los conceptos económicos9 5n este senG
tidoR la relación entre el concepto de derivada > determiG
nadas situaciones económicas viene dado por la manera 
en la Kue di=erentes elementos del concepto de derivada 
a>udan a caracteri;ar algunos conceptos de 5conom?a9 
5sta situación es relevanteR >a Kue algunos de los conG
ceptos económicos no son m2s Kue =unciones > =unciones 
derivadas particulares
La noción de derivada y los contextos de Economía
Zas ciencias sociales se apo>an en conceptos matem2G
ticos para construir sus postuladosR por lo Kue resulta 
de especial importancia para su pleno conocimiento un 
adecuado maneTo > comprensión de dicCos conceptos 
matem2ticos9 5n 5conom?aR se utili;an constantemente 
conceptos como derivada, integral, ecuación diferen-
cialR etc9R Kue son utili;ados para modeli;ar mucCos de 
los =enómenos Kue los economistas estudian9 5n particuG
larR el concepto matem2tico de derivada es =undamental 
en el estudio de la microeconom?aR rama de la econom?a 
Kue estudia los procesos de toma de decisiones de los 
agentes económicos9 Por ello es necesario conocer cómo 
los estudiantes comprenden el concepto de derivada 
cuando usan su signi cado para interpretar situaciones 
económicas9
Non respecto al concepto de derivadaR j2ncCe;GOatamoG
ros Dj2ncCe;GOatamoros @^^_` j2ncCe;GOatamoros et 
al9R @^^QJ caracteri;ó distintos niveles de comprensión 
de la derivada Dniveles 0kVR8R 0kV5R > VR8kjJ a traG
vPs de la manera en la Kue los estudiantes coordinaBan 
el uso de los di=erentes modos de representación9 8l anaG
li;ar cómo se da esta coordinaciónR amCWinniemi D@^^QJ 
identi có numerosas di cultades de los estudiantes 
cuando perciB?an la derivada desde la gr2 ca de una =unG
ción > considerando KuP tipo de representaciones usaBan 
para ello9 !esde esta in=ormaciónR > considerando Kue 
en 5conom?a mucCa in=ormación se proporciona desde 
representaciones gr2 cas de las relaciones entre las vaG
riaBles > la medida de la variación de camBio dada por 
la derivadaR la manera en la Kue los estudiantes oBtienen 
in=ormación desde la relación entre una =unción > su gr2G
 ca se puede considerar precursora de la comprensión de 
determinadas situaciones económicas9 5n este sentidoR la 
comprensión gr2 ca de la idea de derivada > su relación 
con la =unción Ca sido identi cada como un elemento 
clave en la comprensión de los estudiantes de la mediG
da de variación D5liaR @^^Q` cagatsis > jCiaWalliR @^^_` 
cagatsisR et al9R @^^QJ9 8dem2sR aaBre > 8BBoud D@^^bJ 
seIalaron Kue la conducta de los estudiantes est2 domiG
nada por el registro algeBraico al resolver determinados 
tipos de proBlemas9 5stos estudios est2n mostrando Kue 
la s?ntesis de los di=erentes sistemas de representación 
es un aspecto clave en la comprensión de las relaciones 
entre la idea de =unción > la =unción derivada >R por tanG
toR determinan re=erencias para la manera en la Kue los 
estudiantes pueden usar el concepto de derivada para 
modeli;ar las situaciones económicas9
Za in=ormación proporcionada por las investigaciones 
soBre la comprensión de la derivada > su relación con la 
=unción Can puesto de mani esto Kue dicCa comprensión 
depende de la naturale;a de las relaciones Kue los estuG
diantes estaBlecen entre los di=erentes elementos matem2G
ticos Kue constitu>en el concepto Dj2ncCe; OatamorosR 
et al9R @^^HJ9 5sta situación plantea la necesidad de realiG
;ar un an2lisis de la manera en la Kue algunos conceptos 
económicos consideran estos elementos matem2ticos Kue 
constitu>en la derivada9 5stos elementos son:
iJ 5l concepto de tasa de variación media DVoOJR anaG
l?ticamente entendido como la variación media de los 
valores de la =unción entre dos puntos LUM > LUpCMR de 
modo Kue VoO DUR UpCJ q D=DUpCJG=DUJJrC9 5ste concepG
to indica cómo es el crecimiento de una =unción en un 
intervalo considerado9 !esde el punto de vista gr2 co la 
VoO es la pendiente del segmento Kue une dos puntos 
8 > \R donde 8 estar?a =ormado por el par DUR =DUJJR > \ 
por DUpCR =DUpCJJ9
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iiJ Za derivada en un puntoR entendido en el registro alG
geBraico como el l?mite cuando C tiende a ^ de D=DapCJG
=DaJJrC9 cr2 camente es la pendiente de la recta tangente 
a la =unción en el punto DaR =DaJJ9 Za derivada de la =unG
ción en un punto nos indica el crecimiento de la =unción 
en un punto determinado9
iiiJ Za =unción derivada D=MDUJJ9 Za =unción derivada asocia a 
cada punto LUM la derivada de la =unción en ese punto LUM9 5s 
decirR el conTunto de todos los pares UR lim D=DUpCJG=DUJrCJJ 
cuando C tiende a ^9 !esde el punto de vista gr2 co nos 
a>uda a visuali;ar las caracter?sticas del comportamiento de 
la =unción DcrecimientoR decreci mientoR concavidadR etc9J 
5stas tres ideas son relevantes para la comprensión de 
la manera en la Kue se anali;an situaciones económicas9 
5n este sentidoR la utilidad del concepto de =unción deG
rivada en el estudio de los conceptos económicos reside 
en la in=ormación proporcionada por las aBscisas en las 
cuales la derivada tiene un cierto valorR la oBtención de 
los tramos donde la =unción f creceR decrece o permanece 
constante Des decirR medición de la velocidad de camBioJR 
> la concavidad > conveUidad de f en relación con el creG
cimiento > decrecimiento de f ’9 
8lgunos de los conceptos económicos Kue proceden del 
uso de la derivada para modeli;ar determinados =enómeG
nos económicos > Kue constitu>en conceptos B2sicos en 
el estudio de la 5conom?a son: 
f ,unción de producción: =unción producto total > la 
=unción producto marginalR
f Noste de producción: coste total > marginalR
f 0ngreso total > marginalR
f ,rontera de posiBilidades de producción > el coste 
de oportunidadR
f ,unción de 6tilidad > la relación marginal de sustiG
tución DROjJR
f ,unción isocuanta > la relación marginal de sustituG
ción VPcnica9
5stos conceptos económicos son los Kue Cemos consiG
derado en esta investigación > en los Kue est2n implicaG
das las ideas de crecimientoR decrecimientoR concavidadR 
conveUidad > linealidad inCerentes a la =unción derivada 
> su relación con la idea de =unción9
6n concepto económico Kue es de especial utilidad es 
la =unción Kue descriBe la producción de la empresa deG
pendiendo del n[mero de traBaTadores contratados9 5sta 
idea reciBe el nomBre de función de producción. 5n la reG
lación Kue descriBe la idea de =unción de producciónR es 
relevante ver KuP variación de producción Ca generado 
un traBaTador Dderivada en un puntoJ o saBer cu2l ser?a 
la variación de producción Kue generar?a cualKuier suniG
dadt de traBaTador U D=unción derivadaJ9 5n econom?a 
esa =unción reciBe el nomBre de producto marginalR Kue 
es la derivada de la =unción de producción9
5l de coste de producción indica el coste Kue represenG
ta para una empresa la producción de una determinada 
cantidad de producto9 5n econom?a se estudia la función 
coste total CaciPndola depender de la cantidad producida9 
5n estas situaciones es importante saBer KuP variación de 
costes genera producir una unidad U adicional Dderivada 
en un puntoJ > con ella cualKuier unidad U Dderivada de la 
=unciónJ9 5sa =unción derivada del coste total Kue indica 
cómo crece el coste al aumentar la producción es el coste 
marginal9 5n este sentido =orman parte tamBiPn de este 
an2lisis los conceptos de ingreso total e ingreso marginalR 
Kue tienen la misma relación Kue coste total > coste margiG
nalR con la di=erencia de Kue la magnitud ser?a en este caso 
el ingreso del empresario > no el coste9
utro concepto a utili;ar es el coste de oportunidad9 !e 
manera CipotPtica cuando un pa?s dedica sus recursos a 
la producción de dos BienesR si Kuiere aumentar la de uno 
de ellos deBer2 renunciar a una cantidad del otro` esto se 
denomina el coste de oportunidad9 5Uiste una =unción 
Kue representa esos costesR Kue es la frontera de posibi-
lidades de producción9 Za gr2 ca de esta =unción indica 
cu2les son las cantidades m2Uimas Kue puede producir 
un pa?s de dos BienesR > cu2l es la tasa a la Kue se renunG
cia uno por otro Dcoste de oportunidadJ9 5n esta situaG
ción lo Kue es modeli;ado es el ritmo al Kue evoluciona 
      " 
 f$x&'                           ( 
                                     
            
   f$x)*' + f$x' 
  f$x'-            
      A        * 
                             
                  
      x          x)* 




124 ENSEÑANZA DE LAS CIENCIAS, 2009, 27(1)
   ese coste Dderivada de la =unciónJ a medida Kue vamos renunciando a un Bien por otro9 ,inalmente tenemos la 
relación marginal de sustitución DROjJ > la curva de 
indi=erencia o función de utilidad Kue representa distinG
tas comBinaciones de consumo de dos Bienes LvM e LwM 
para los cuales el consumidor mantiene constante su niG
vel de satis=acción medido por la =unción de utilidad9 Za 
ROj es la tasa en la Kue el consumidor intercamBia un 
Bien por otro manteniendo constante su utilidad` esa tasa 
suele ser en valor aBsoluto cada ve; menor DZe> de la 
utilidad marginal decrecienteJ9 
5stos dos [ltimos conceptos económicos re=eridos al 
consumidor tienen su eKuivalencia tamBiPn en el an2liG
sis microeconómico del empresario9 ji suponemos Kue 
el empresario necesita de dos =actores productivos para 
producir DtraBaTo fZf > capital fxfJ estamos en una siG
tuación an2loga a la del consumidor9 5l empresario poG
dr2 comBinar amBos =actores de maneras distintas para 
oBtener el mismo nivel de producción9 5sta situación es 
modeli;ada por la función isocuanta Kue muestra cómo 
un empresario puede comBinar su traBaTo > capital para 
oBtener la misma producción9 8simismoR si el empresaG
rio decide aumentar la cantidad de un =actor tendr2 Kue 
renunciar a cantidades del otro` esa tasa de intercamBio 
de un =actor por otro es la relación marginal de sustitu-
ción técnica DROjVJ9 Por las mismas ra;ones Kue antesR 
a medida Kue se incrementan las cantidades de uno se 
deBer2n renunciar a menos cantidades del otro para poG
der seguir generando la misma producción DROjV deG
creciente en valor aBsolutoJR deBido a la llamada Ze> de 
rendimientos decrecientes9
Zos conceptos del producto marginalR coste marginalR inG
greso marginalR coste de oportunidadR ROj > ROjV son 
=enómenos modeli;ados por la derivada > por la relación 
con la =unción de la cual proceden Dproducto totalR coste 
totalR ingreso totalR =rontera de posiBilidades de producG
ciónR =unción de utilidad > =unción isocuantaJ
MARCO TEÓRICO
5l marco teórico Kue Cemos adoptado suBra>a el papel 
central de la representaciónR la conceptuali;aciónR el raG
;onamiento DargumentaciónR demostraciónR utili;ación de 
lenguaTes =ormalesJR la interpretación de  gurasR la comG
prensión de teUtos en la resolución de proBlemas D!uvalR 
ESSbJ9 !uval caracteri;a estos procesos cognitivos desde 
una perspectiva =uncional Kue le permite de=ender su CiG
pótesis de Base: no Ca> noesis DintelecciónJ sin semiosis 
Dproducción de representaciones semióticasJ9 !e acuerdo 
con !uval DESSbR @^^QaJR la actividad de resolución de 
proBlemas recurre a varios registros semióticos de repreG
sentaciónR algunos de los cuales Can sido desarrollados 
espec? camente para e=ectuar tratamientos matem2ticos 
Dpor eTemplo el 2lgeBraR sistema de numeración posicioG
nalR etc9J9 Por otra parteR los oBTetos matem2ticos nunca 
son accesiBles por la percepciónR como podr?an serlo la 
ma>or?a de oBTetos de otras disciplinas: la designación 
de los oBTetos matem2ticos pasa necesariamente por un 
registro semiótico de representación9
Para !uval DESSbJR el conocimiento matem2tico tiene unas 
caracter?sticas propias Kue Cace Kue no sea posiBle el acG
ceso a este conocimiento sin el recurso a una variedad de 
registros de representación9 5n el aprendi;aTe entran en 
Tuego lo Kue Pl denomina di=erentes sistemas semióticos de 
representación DregistrosJ9 6n registro est2 constituido por 
signos en el sentido m2s amplio de la palaBra: tra;osR s?mG
BolosR ?conosR etc9R > estos signos est2n asociados de maG
nera interna > eUterna9 !e manera internaR seg[n los la;os 
del conteUto > de pertenencia a una misma red sem2ntica` 
> de manera eUternaR seg[n las reglas de comBinación de 
signos en eUpresiones o con guraciones9 5stas reglas son 
propias de la red sem2ntica involucrada9 5n consecuenciaR 
los registros son medios de eUpresión > de representación 
caracteri;ados precisamente por sus respectivos sistemas 
semióticos9 !uval D@^^QBJ plantea dos preguntas Kue 
constitu>en el n[cleo del uso de las ideas matem2ticas para 
modeli;ar determinadas situaciones: gNómo se aprende a 
camBiar de registroh > gcómo se aprende a no con=undir 
un oBTeto con la representación Kue se proponeh Veniendo 
por tanto en cuenta la eUistencia de di=erentes registros de 
representaciónR !uval D@^^QBJ considera Kue en cualKuier 
actividad matem2tica se Can de distinguir dos tipos de 
trans=ormación:
f Vratamiento: trans=ormación de una eUpresión maG
tem2tica manteniendo el mismo registro o sistema 
de representación semiótica9 Por eTemploR el proceso 
dentro del registro algeBraico de despeTar la incógnita 
@U p y q @y ! @U q @y f y !zz9
f Nonversión: tras=ormación de una eUpresión mateG
m2tica camBiando de registro de representación pero 
sin camBiar el oBTeto al Kue se Cace re=erencia9 Por 
eTemploR oBtener la eUpresión algeBraica de un proBleG
ma concreto:
El siguiente cuadro muestra la oferta interior y la de-
manda interior de la UE de un producto.







(a) Representar las funciones de la demanda y la oferta 
de la Unión Europea.
(b) Calcular las ecuaciones de la demanda y de la oferta 
interiores de la UE.
jeg[n !uval D@^^QaR @^^QBJR estos procesos de trans=orG
mación suelen darse de modo totalmente independiente 
al usar las ideas matem2ticas para resolver proBlemas >R 
por tantoR tamBiPn cuando se est2n resolviendo situaciones 
Nuadro E
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económicas9 Pero en algunas situacionesR soBre todo en las 
correspondientes al registro gr2 co o geomPtricoR los proG
cesos de tratamiento > conversión Can de darse de manera 
interdependiente > coordinada para resolver los proBlemas 
de manera ra;onada > generando nuevo conocimiento9 
!uval D@^^QBJ considera la conversión como un proceso 
crucial para la comprensión de los oBTetos matem2ticosR 
Kue en el caso del estudio de la econom?a son usados para 
modeli;ar las situaciones económicas9 5sta importancia 
dada al proceso de conversión es deBido a Kue:
f los di=erentes sistemas de representación semiótica 
Can de ser utili;ados incluso si eUiste la posiBilidad de 
elegir > usar solamente uno de ellosR
f los oBTetos matem2ticos representados no deBen ser 
nunca con=undidos con el contenido del sistema de 
representación Kue se useR >
f es necesario construir puentes cognitivos de coneG
Uión entre di=erentes registros9
!esde esta perspectivaR la meTor prueBa del conocimienG
to es la capacidad de trans=erir lo Kue se Ca aprendido a 
nuevos > di=erentes registrosR dentro > =uera del conteUG
to matem2tico > esto implica desarrollar la conversión9 
8s?R para =omentar la conversión es necesario eUponer 
los oBTetos matem2ticos en di=erentes registros al misG
mo tiempo Dpara las =unciones > derivadas usar su eUG
presión algeBraica > gr2 caR etc9J9 Para !uval D@^^QGBJR 
la conversión engloBa tres niveles distintos de procesos 
cognitivos:
EJ kivel super cial DSurface levelJ: identi cación del 
oBTeto representado en dos registros di=erentes9
@J kivel intermedio DIntermediate levelJ: encuentro 
de relaciones de asociación entre el registro inicial > 
otro distinto9
yJ kivel pro=undo DDeep levelJ: discriminación de 
di=erentes oBTetos matem2ticos entre dos representaG
ciones dentro del mismo registro Kue parecen iguales 
Ddos gr2 cas Kue visualmente son igualesR dos a rmaG
ciones Kue usan las mismas palaBrasJ9
5n la investigación reali;ada intentaremos de nir niG
veles de aplicación > uso del concepto matem2tico de 
derivada en el aprendi;aTe de conceptos económicos 
considerando estos procesos cognitivos D!uvalR ESSbJ9 
!esde esta perspectivaR el m2Uimo nivel de aplicación 
de un concepto matem2tico Dentendido en el conteUto 
económico como lo Kue a>uda a modeli;ar la situaciónJ 
se alcan;a cuando se es capa; de reali;ar tratamientos 
de dicCo concepto en todos los registros posiBles > de 
acometer conversiones entre los mismos en un sentido 
> otro9 Zos registros en Kue Basaremos nuestro an2lisis 
ser2n el algeBraico > el gr2 co9 !e esta manera un sniG
vel pro=undot del proceso cognitivo se dar?a cuando es 
posiBle aplicar los signi cados de la idea de derivada en 
di=erentes situaciones económicas tanto en el registro 
gr2 co como anal?tico9 5sta situación es importanteR >a 
Kue en las situaciones económicas las =unciones partiG
culares Kue descriBen determinados =enómenos Can sido 
conceptuali;adas como conceptos económicos relevanG
tes para eUplicar dicCas situaciones9
DISEÑO DE LA INVESTIGACIÓN
Participantes y contexto
Zos participantes en esta investigación =ueron:
f E^ estudiantes Kue cursaBan @A curso de BacCillerato en 
su rama de Niencias jocialesR matriculados en las asigG
naturas de s5conom?at > sOatem2ticas 8plicadas a las 
Niencias jocialestR >
f yH estudiantes de universidad matriculados en la asigG
natura de sOicroeconom?atR de EA de 8dministración > 
!irección de 5mpresas9 
Rango de edad
17 18-19 20 19-24 25-30 +30
\8Na y b @
6k0o @E E@ b
Para el oBTeto de esta investigación =ueron anali;adas las 
producciones de S estudiantes de BacCillerato > S estuG
diantes de universidad9 
Instrumentos de recogida de datos
Zos datos para esta investigación =ueron:
iJ las respuestas de los alumnos a un conTunto de taG
reas microeconómicas en las Kue el concepto matem2G
tico de la derivada aparece impl?citamenteR >
iiJ las transcripciones de las entrevistas cl?nicas reali;aG
das a siete de los estudiantes9 Zas tareas del cuestionaG
rio para amBos grupos de alumnos eran los eU2menes 
o ciales de su asignatura9 Para las entrevistas se eligieG
ron a siete alumnos en =unción de las cali caciones > 
tamBiPn de la disponiBilidad de Cacer las mismas9
Cuestionario Entrevistas
@A \8Na S _
EA 6ko S y
Votal EH F
!"#$"%&
Número de estudiantes por rango de edad y curso.
!"#$"%'
Número de cuestionarios y entrevistas.
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   Cuestionario
5l cuestionario estaBa =ormado por Q tareasR _ iguales 
para amBos gruposR > @ di=erentes aunKue el =ormato > 
los oBTetivos de las @ tareas di=erentes son los mismos9 
Za eUistencia de dos tareas di=erentes se deBe al distinto 
temario Kue amBos grupos tienen9 Zas tareas Kue =orman 
el cuestionario proceden de un grupo inicial de tareas 
Kue =ueron anali;adas desde la perspectiva cognitiva Dlo
Kue demandaBan al resolutorJR > considerando el curr?culo 
de econom?a > matem2ticas Kue CaB?an cursado los estuG
diantes9 5l criterio B2sico para su elección consistió en la 
B[sKueda de =unciones matem2ticas Kue modeli;aran conG
ceptos económicos en todos los registros posiBles9 !esde 
la in=ormación oBtenida desde estas caracteri;aciones > 
considerando las cuestiones espec? cas de la investigaG
ción se eligieron las tareas Kue =ormaron el cuestionario 
de nitivo > Kue son descritas a continuación9 je descriBe 
cada tarea > el oBTetivo perseguido por cada una de ellas en 
relación con las cuestiones de investigación planteadas9
Tarea 1
1. Di si en las siguientes situaciones una empresa pre-
senta rendimientos constantes, crecientes o decrecientes 











Za tarea E consiste en la interpretación de variación de 
datos dados por medio de taBla9 Za tasa de variación 
media permite el c2lculo de la variaciónR aplicados a la 
producción de una empresa > a la cantidad de =actores 
productivos utili;ados9 Za di=erente amplitud de los inG
tervalos considerados en los datos introduce la necesidad 
de determinar las tasas de variación en relación con un 
est2ndar Den este caso es el E^^J a travPs de porcentaTes9 
Zos conceptos económicos Kue intervienen son los renG
dimientos de escala: si la producción crece en tPrminos 
porcentuales m2s Kue la cantidad de traBaTo > capital utiG
li;adosR la empresa presentar2 rendimientos crecientes` 
si crece en menor proporciónR ser2n rendimientos decreG
cientes` > si el porcentaTe de crecimiento es el mismo en 
amBas variaBlesR los rendimientos ser2n constantes9 5l 
concepto matem2tico Kue permite modeli;ar estas situaG
ciones económicas es la tasa de variación media DVoOJ9 
5l oBTetivo de esta tarea es ver cómo interpretan > calG
culan las variaciones medias en un conteUto de rendiG
mientos económicos de una empresa9 5n este conteUto la 
tasa de variación media modeli;a las relaciones entre los 
valores de las magnitudes traBaToR capital > producción9
Tarea 2
2. La siguiente tabla muestra la oferta interior y la de-
manda interior de la UE de un producto.







(a) Representar las funciones de la demanda y la oferta 
de la Unión Europea.
(b) Calcular las ecuaciones de la demanda y de la oferta 
interiores de la UE.
5sta tarea reKuiere de una conversión entre registros9 
5n particular de la taBla a la representación gr2 ca > alG
geBraica de las dos =unciones Do=erta > demanda de un 
productoR dependientes del PrecioJ9 5s una tarea en la 
Kue se utili;an los registros del lenguaTe convencionalR 
el gr2 co > el algeBraico9 Viene como oBTetivo anali;ar 
la capacidad del estudiante de reali;ar conversiones enG
tre registros9 Zos conceptos económicos Kue intervienen 
son =unciones de o=erta > demandaR eKuiliBrioR cantidad 
> precio como magnitudes cu>as relaciones son modeliG
;adas por una =unción lineal9 
Tarea 3
5sta tarea ten?a dos versiones una para cada grupo9 5stas 
versiones de la tarea estaBan condicionadas por el curr?G
culo de los estudiantes9
3. (2S bachillerato) Calcula las magnitudes marginales 
de las siguientes magnitudes totales:
– CT (coste total)X 3qZ [ 2q\ – q [ 1000
– CT X aq] [ nqn
– PT (producción total) X "–L
– PT X 3 log (L)
– IT (ingreso total) X 100q - q\
3. (1S ADE) Calcular la relación marginal de sustitución 
(RMS) correspondiente a las siguientes funciones de uti-
lidad:
(a) U (x; y) X xZ y\
(b) U (x; y) X 3 log (x) [ 2 log (y)
(c) U (x; y) X x]yn
(d) U (x; y) X x - 2y
(e) U (x; y) X ax [ by
(f) U (x; y) X (! –x [ ! –y)\
Nuadro @
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Za tarea y presenta una serie de s=unciones de utilidadt 
eUpresadas algeBraicamente para Kue el alumno proceda 
a la oBtención de la eUpresión de la =unción derivada9 5n 
este caso es la relación marginal de sustitución DROjJ9 
5n esta tarea los estudiantes sólo traBaTan con el registro 
algeBraico por lo Kue su oBTetivo est2 limitado a reali;ar 
stratamientost > pretende determinar la relación nomiG
nal entre dos conceptos económicos relacionados entre 
s? por ser una =unción D=unción de utilidadJ > su derivada 
D=unción de relación marginal de sustituciónJ9 
Tarea 4
4. La función de producción a la que se enfrenta un em-
presario en el corto plazo viene de! nida por los siguien-
tes datos:
Producción ^ E ER_E ERFy @ @R@y @R_b
Z DtraBaTadoresJ ^ E @ y _ b Q
a) Representa grá! camente la función y obtén una ex-
presión algebraica de dicha función de producción.
b) Realiza un esbozo de cómo sería la función producto 
marginal (PMg); obtén también su expresión analítica. 
¿Qué indica el producto marginal (PMg)?
c) ¿Qué formas tienen ambas grá! cas? ¿Encuentras al-
guna relación?
Za tarea _ alterna la utili;ación de di=erentes registros9 
Zos oBTetivos de esta tarea son determinar la capacidad 
de los estudiantes de reali;ar conversiones entre regisG
trosR determinar cómo usan los signi cados de la idea de 
derivada en el registro gr2 co > eUaminar la pre=erencia 
de los alumnos por un registro u otro9 Zos conceptos maG
tem2ticos Kue intervienen son los de =unción creciente 
> decrecienteR cóncava > conveUa > la relación entre la 
posiBle =orma de la gr2 ca de la =unción > la =orma Kue 
adopta la gr2 ca de la =unción derivada9 Zos conceptos 
económicos Kue intervienen son los de producto total > 
producto marginal9
Tarea 5
5. La función coste marginal de una empresa viene ex-
presada grá! camente por la siguiente ! gura; a partir de
la misma, realiza un esbozo de cómo sería grá! camente la
función del coste total, explicando la relación entre am-
bas formas.
Za tarea b se presenta [nicamente en registro gr2 co > 
plantea una =unción de coste marginal DNOgJ9 5l oBTetivo 
es ver si los signi cados de derivada son usados cuando 
entra en Tuego solamente el registro gr2 co en una situaG
ción donde la relación entre la =unción > su =unción deG
rivada puede ser usada para modeli;ar la relación entre 
coste marginal > coste total9 5n este casoR los conceptos 
matem2ticos Kue intervienen son: relación gr2 ca entre 
una =unción > su derivada9 Zos conceptos económicos Kue 
intervienen son: coste total > coste marginal9 
Tarea 6
5sta tarea tamBiPn adoptó dos =ormas seg[n el curso 
al Kue se presentó9 8unKue tiene el mismo oBTetivoR la 
gr2 ca usada se camBió considerando el curr?culo de los 
respectivos cursos D@A BacCillerato > EA 8!5J
6. (2S bachillerato) Un país tiene una frontera de posibi-
lidades de producción representada por la siguiente grá-
! ca, en la cual X e Y son los dos bienes que se producen 
en el país. Indica cómo sería la grá! ca que represente la 
evolución del coste de oportunidad de producir más can-
tidad del bien Y. Compara y comenta la forma de ambas 
grá! cas y su relación.
6. (1S ADE) Un consumidor presenta el siguiente tipo 
de curva de indiferencia hacia los bienes X e Y: Indica 
cómo sería la grá! ca que represente la evolución de la 
RMS al consumir más cantidad del bien Y. Compara y 
comenta la forma de ambas grá! cas y su relación
0gual Kue en la tarea bR aKu? sólo se utili;a el registro gr2G
 co9 Za di=erencia es Kue aKu? el concepto de derivada se 
encuentra de una =orma mucCo m2s impl?cita Kue en las 
tareas anteriores9 Para el caso de @A BacCillerato el conG
cepto económico por el Kue se les pregunta es el coste 
de oportunidad Dderivada en un puntoJ` se pide oBtener 









! ! ! ! ! ! .)#/011+2,!345!
cr2 ca y
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cr2 ca b
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   un Bien dependiente de la cantidad producida del otro Bien D=unción derivadaJ9 Non esta tarea pretendemos ver 
si los estudiantes son capaces de relacionar la derivada 
en un punto con la =unción derivada9 5sta tarea tamBiPn 
posiBilita el demostrar a travPs de la =unción coste de 
oportunidad por KuP la =rontera de posiBilidades de proG
ducción D,PPJ es cóncava9 
Para el caso de EA 8!5R los conceptos económicos Kue apaG
recen es la =unción relación marginal de sustitución DROjJ 
> la =unción de utilidad9 je pide Kue relacionen su =orma 
con la =unción inicial > Kue indiKuen por KuP la =unción es 
conveUa9 5n esta tarea los oBTetivos espec? cos =ueron anaG
li;ar la capacidad de pasar de la derivada en un punto al de 
=unción derivadaR > ver cómo los estudiantes interpretaBan 
la =orma cóncavarconveUa de la =unción presentada9 Zos 
conceptos matem2ticos son los signi cados de la =orma de 
la gr2 ca de la =unción derivada > la in=ormación Kue pueG
de proporcionar en relación con la =unción de la Kue proceG
de la derivada9 Zos conceptos económicos implicados son 
la =unción =rontera de posiBilidades de producción D,PPJR 
coste de oportunidadR la =unción de utilidadR > la =unción 
relación marginal de sustitución DROjJ9
La entrevista
Nomo una manera adicional de oBtener in=ormación soBre 
cómo los estudiantes CaB?an usado los signi cados de la 
idea de derivada para resolver las tareas económicasR se 
reali;aron entrevistas cl?nicas DcoldinR @^^^J9 !espuPs de 
reali;ar el cuestionarioR se agruparon las respuestas seg[n 
di=erentes caracter?sticas de los comportamientos de los 
estudiantes desde la manera en la Kue integraBan la in=orG
mación procedente desde los di=erentes registros9 ZuegoR 
=ue preparado un guión de entrevista Kue =ue utili;ado por 
el entrevistador como re=erencias iniciales para el desaG
rrollo de la entrevistaR pero Kue se pod?a modi car con el 
oBTeto de indagar en alguna dirección determinada9 Para 
cada una de las tareasR este guión inicial constaBa de una 
serie de cuestiones Kue BuscaBan aclarar aspectos con=uG
sos en las soluciones escritas por los alumnos > oBtener 
in=ormación adicional Kue nos permitiera reali;ar meTores 
in=erencias9 
Non las preguntas de la tarea E se pretendió Kue el alumG
no eUplicara oralmente cómo oBten?a los porcentaTes 
de variaciónR >a Kue mucCas veces el alumno tiende a 
escriBir su c2lculo sin pro=undi;ar en la eUplicación del 
proceso9 Zas cuestiones preparadas para la tarea @ preG
tend?an conocer la opinión del alumno en cuanto a si le 
resultó di=?cil el pasar del registro gr2 co al algeBraico 
con las =unciones dadas > por KuP9 5Templos de pregunG
tas para esta tarea =ueron
– Explica cómo obtienes las ecuaciones de líneas rec-
tas a partir de la grá! ca.
– ¿Te ha resultado complicado?
5n la entrevista soBre la tarea y se preguntaBa al alumno 
soBre si sol?a tener proBlemas para derivar > KuP tipo de 
di cultades CaB?a encontrado > por KuP9 
5n la tarea _R durante la entrevistaR se indagaBa soBre por 
KuP el alumno utili;aBa el tratamiento de un registro cuanG
do pod?a CaBer utili;ado otro9 Por eTemploR algunas de las 
preguntas inicialmente preparadas para esta tarea =ueron:
 
f Explica cómo obtienes la ecuación del PT a partir 
de la grá! ca sabiendo que no es una línea recta.
– Por qué has calculado el PMg de esta manera y no 
de otra?
– ¿Por qué crees que el PT es creciente y cóncavo y el 
PMg es decreciente y convexo?
5n la tarea b Buscamos Kue el alumno eUplicara oralG
mente la relación entre las curvas de NV > NOgR no sólo 
en el caso de la tarea presentada sino de =orma general a 
partir de las di=erentes =ormas Kue se CaB?an estudiado9 
5Templos de preguntas usadas en la tarea b =ueron:
– ¿Por qué crees que el coste total tiene esa forma?
– Las formas normales que has estudiado, ¿cuáles son?
– ¿Podrías explicar la relación de esas formas?
Por [ltimoR el oBTetivo de la entrevista en la tarea Q =ue 
determinar si el alumno comprend?a la relación de la 
concavidad > conveUidad de las curvas con la =unción 
derivada > el signi cado económico9 
Análisis
5l an2lisis siguió tres =ases en las Kue se pretend?a inteG
grar la in=ormación desde las di=erentes =uentes de los daG
tos > generar un modelo eUplicativo del comportamiento 
de los estudiantes en relación con la aplicación > el uso 
del concepto de derivada en conceptos de microeconoG
m?a DNlementsR @^^^` Zlinares > RoigR @^^HJ9 
5n la primera =ase del an2lisis las respuestas de cada estuG
diante a cada uno de los proBlemas =ue anali;ada consideG
rando la manera en la Kue eran usadas la idea de medida de 
la variaciónR > la s?ntesis entre los registros gr2 cos > anaG
l?ticos9 5ste an2lisis se Ca reali;ado teniendo en cuenta los 
oBTetivos propios de cada tarea > sus potencialidades9 Non 
respecto a la tarea E se anali;ó en KuP medida los alumnos 
eran capaces de calcular variaciones medias > cómo realiG
;aBan esos c2lculos Dcon reglas de tresR porcentaTesR =racG
cionesR etc9J9 5l an2lisis de la tarea @ se centró en cómo los 
estudiantes oBten?an las eUpresiones algeBraicas a partir de 
las gr2 cas Dpor intuiciónR con la ecuación puntoGpendienG
teR mediante un sistema de ecuacionesR etc9J9 5n la tercera 
tarea se identi có KuP derivadas resolv?an correctamente > 
cu2les eran las Kue generaBan di cultades9 5l an2lisis de la 
cuarta tarea se centró en varios aspectos: en primer lugarR si 
se oBten?an las eUpresiones algeBraicas Dal igual Kue en la 
tarea @J dentro de una tarea m2s compleTa` en segundo luG
garR si se utili;aBa el registro gr2 co o algeBraico para oBteG
ner el producto marginal a partir del total` > en tercer lugarR 
si los alumnos relacionaBan dentro del registro gr2 co las 
=ormas de las =unciones9 5n la tarea b se anali;ó la capaciG
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dad de tratamiento en el registro gr2 co9 Por [ltimoR con la 
tarea Q se anali;ó la capacidad de oBtención de una gr2 ca 
con la Kue no estaBan =amiliari;adosR viendo as? cómo es 
el paso de derivada en un punto a =unción derivadaR > KuP 
Tusti cación daBan para su oBtención9 
Za in=ormación oBtenida desde este primer an2lisis desG
criptivo nos permitió generar una serie de indicadores 
soBre di=erentes sniveles de usot de la idea de derivada 
para cada alumnoGtareaR de modo Kue en un cuadro de 
doBle entrada DtareaGalumnoJ se =ueron caracteri;ando 
las respuestas dadas por los alumnos atendiendo a los 
oBTetivos propuestos en cada tarea9 !e esta in=ormación 
pudimos acotar > reali;ar una primera caracteri;ación de 
las respuestas oBservadasR de modo Kue se di=erenciaron 
b grupos:
f Grupo 1: estudiantes Kue apenas contestan adecuadaG
mente alguna de las tareasR sin dominar ning[n registro 
> sin intentar conversiones DeTemploR alumno 8EJ9
f Grupo 2: estudiantes Kue responden a algunos asG
pectos de algunas tareas adecuadamente > a otros inG
correctamenteR en amBos registros > al tratar de realiG
;ar conversiones DeTemploR alumno 8@J9
f Grupo 3: estudiantes Kue dominan las tareas de c2lG
culo algeBraico > solamente reali;an conversiones 
desde el registro algeBraico al gr2 co DeTemploR alumG
no 8yJ9
f Grupo 4: estudiantes Kue dominan las tareas presenG
tadas en registro gr2 co > reali;an conversiones desde 
el registro gr2 co al algeBraico DeTemploR alumno 8_J9
f Grupo 5: estudiantes Kue dominan amBos registros 
> se muestran capaces de reali;ar conversiones en amG
Bos sentidos DeTemploR alumno 8bJ9
Zos eTemplos de los descriptores utili;ados en dicCa taG
Bla de doBle entrada se inclu>en en la taBla y:






ko pasa del registro 








f je Basa en los puntos 
para representar POg
f ko oBtiene eUpresiones
f Oala utili;ación de los 
tPrminos concavidadR 












pero acierta con 
los resultados 
económicos
Pasa del registro 
gr2 co al algeBraico 
correctamente con la 
=unción de u=erta e 







ko resuelveR apenas 
lo intentaR solamente 
representa la =unción PV9





pero acierta con 
los resultados 
económicos
ko pasa del registro 







f je Basa en los puntos 
para representar POg
f ko oBtiene eUpresiones
f je limita a decir Kue son 
curvas > par2Bolas
Pasa del NOg 











pero acierta con 
los resultados 
económicos
0ntenta oBtener las 
eUpresiones a travPs 
de >qmUpnR aunKue 
no lo consigue
jólo resuelve 
Bien una de las 
derivadasR > es 
polinómica
Gje Basa en la gr2 ca PV 
para representar POgR 
aunKue erróneamente
G ko oBtiene eUpresiones




la =unción NV 
gr2 camenteR 
con una gran 
eUplicación9
!iBuTa Bien la 







Pasa del registro 
gr2 co al algeBraico 
correctamenteR sin 
eUplicar cómo oBtiene 
la =unción de u=erta9
!eriva todas 
Bien
GRepresenta el POg de 








la =unción NV 
gr2 camenteR 
con una gran 
eUplicación
5Uplica Bien 
KuP es ROjV 
> su pendienteR 
intenta deducir 
gr2 ca pero no 
diBuTa nada9
VaBla y
Descriptores generados inductivamente desde el análisis de las entrevistas y cuestionarios.
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   8 partir de esta in=ormaciónR agrupamos los descriptoGres de los sniveles de usot como un primer paso para 
la asignación de un nivel al desarrollo gloBal del estuG
diante en el cuestionario entero9 Za =ase @ del an2lisis 
se centró en triangulari;ar las decisiones tomadas en el 
an2lisis de las respuestas escritas al cuestionario con la 
transcripción de las entrevistas reali;adas9 5l oBTetivo de 
esta =ase =ue re nar las caracter?sticas dadas a los niveles 
de uso del concepto de derivada en situaciones económiG
cas9 5n particular con relación al nivel de tratamiento de 
los registros puesto de mani esto por los estudiantes` por 
eTemploR a aKuellos alumnos Kue reali;aron conversiones 
del registro gr2 co al algeBraico sin eUplicar cómo lo CaG
B?an CecCo Dcomo ocurrió con los alumnos 8@ > 8_ de 
la taBla yJ se les pidió m2s in=ormación en la entrevistaR 
para clasi carlos Bien en el grupo @ o en el _9 je aIadió 
la in=ormación relevante de las entrevistas al cuadro de 
doBle entrada generado en la primera =ase del an2lisis9
,inalmenteR en la tercera =ase del an2lisis integramos la 
in=ormación oBtenida para generar caracter?sticas de diG
=erentes sniveles de usot del concepto de derivada consiG
derando tanto el grado de tratamiento > conversión entre 
los registros puesto de mani esto en la resolución de las 
tareasR como las relaciones estaBlecidas entre los di=erenG
tes elementos matem2ticos del concepto de derivada9 
Non este procesoR identi camos cinco niveles de uso con 
relación al tratamiento en los registros Dgr2 co o algeG
BraicoJ Kue muestra el estudiante en la resolución de las 
tareas9 Nomo seIaló j2ncCe;GOatamoros D@^^QJ en el 
desarrollo de los niveles 0kVR8R 0kV5R > VR8kjR disG
tinguió asimismo los suBniveles 0kVR8E e 0kVR8R 0kG
V5RE e 0kV5R >  nalmente VR8kj` es decirR cinco niG
veles ordenados de menor a ma>or n[mero de relaciones 
lógicas mostradas por los estudiantes en el maneTo del 
concepto de derivada en di=erentes registros9 Zos cinco 
niveles oBtenidos en nuestra investigación se asemeTan 
a esta clasi cación generada por j2ncCe;GOatamoros 
D@^^QJ > Kue posteriormente reagruparemos en tresR coG
incidiendo as? tamBiPn con la clasi cación propuesta por 
!uval D@^^Q BJ el cual distingu?a los niveles super cialR 
intermedio > pro=undoR en =unción de las relaciones reG
c?procas Kue los estudiantes mostraBan en el aprendi;aTe 
de conceptos matem2ticos en di=erentes registros9
5n la descripción de los di=erentes nivelesR para repreG
sentar Kue los estudiantes CaB?an reali;ado alg[n tipo de 
conversión del registro algeBraico al gr2 co > del gr2 co 
al algeBraicoR lo denotamos por 8!c > c!8 respectiG
vamente9 !e esta maneraR en la generación de las caracG
ter?sticas de los niveles de uso del concepto de derivadaR 
se integran las relaciones entre los elementos matem2tiG
cos del concepto de derivada puestas de mani esto por 
los estudiantes > la manera en la Kue se generaBan los diG
=erentes tratamientos > conversiones entre los registros9
Resultados
Zos resultados del an2lisis de los protocolos de resolución 
de tareas > de las respuestas a las entrevistas se muestran 
en la siguiente taBla di=erenciando los estudiantes de @A 
de BacCillerato > los de EA de 8!59 Zos niveles caracteG
ri;ados =ueron:
f kivel BaTo: los alumnos no maneTan correctamente 
los signi cados del concepto de derivada en ninguno de
los registros > no reali;an conversiones entre registros9
f kivel intermedio: los estudiantes utili;an el concepG
to de derivada con acierto en algunas ocasiones > en 
amBos registrosR reali;ando intentos de conversiones 
entre amBos registros aunKue sin PUito9
f kivel altoGalg: el concepto de la derivada es tratado 
> utili;ado para resolver proBlemas económicos denG
tro del registro algeBraicoR mostrando di cultades en 
el registro gr2 coR con conversiones solamente del alG
geBraico al gr2 co9
f kivel altoGgra: el concepto de la derivada es tratado 
> utili;ado para resolver proBlemas económicos denG
tro del registro gr2 coR mostrando di cultades en el 
registro algeBraicoR con conversiones del gr2 co al 
algeBraico =undamentalmente9
f kivel superior: los alumnos aplican > utili;an la 
derivada en todos los registros con PUitoR reali;ando 
conversiones en amBos sentidos entre registros9
Za taBla _ recoge la distriBución de los estudiantes en los 
di=erentes niveles:
ALUMNOS NIVELB A TOTAL
ER S ER _ cuatro BaTo
yR F f dos intermedio
@R _R QR H yR bR QR S ocCo altoGalg
b @ dos altoGgra
f FR H dos superior
BX bachillerato; AX universidad
(ADEX Administración y Dirección de Empresas)
8 continuación eUplicamos las caracter?sticas en cada 
grupo > lo Kue Ca servido para di=erenciarlosR mostrando 
eTemplos de las respuestas de los estudiantes para eTemG
pli car la caracter?stica identi cada9
Nivel bajo
Zos _ alumnos encuadrados en este nivel D@ de BacCilleG
rato > @ de universidadJR aunKue identi can los conceptos 
económicos representados en dos registros di=erentesR preG
sentan di cultades con el signi cado de la derivada en el 
tratamiento en amBos registros Dgr2 co > algeBraicoJ > en 
su uso para eUplicar los conceptos económicos9 Zos desG
criptores de los comportamientos asignados Can sido di G
cultades en el tratamiento de amBos registros > escasa caG
VaBla _
Niveles generados; alumnos numerados del 1 al 9
en bachillerato y ADE.
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pacidad de conversión entre registros Dsólo del algeBraico 
al gr2 co en determinadas tareasJ9 5stos estudiantes desde 
la perspectiva de la comprensión de la derivada identi can 
elementos matem2ticos pero sin ser capaces de estaBlecer 
relaciones9 Por eTemploR el estudiante 8E de EA de 8!5 en 
la tarea _ da la de nición de producto marginalR pero es 
incapa; de representarlo correctamenteR no representando 
la =unción inicial del producto total9
5l estudiante no intenta calcular las eUpresiones algeBraiG
cas ni aplica la derivada para eUplicar la relación entre 
estos dos conceptos > =unciones económicas en ninguno 
de los registros gr2 co o anal?tico9 8l no representar la 
=unción inicialR pierde todo el soporte para representar gr2G
 camente > oBtener la eUpresión del producto marginal 
no usando la idea de derivada para oBtener > eUplicar las 
=unciones económicas demandadas9 5ste comportamiento 
es protot?pico de los alumnos de este grupo mostrando la 
di cultad Kue tienen algunos estudiantes para usar los sigG
ni cados de la idea de derivada como una medida de camG
Bio para eUplicar las relaciones entre las dos =unciones Kue 
modeli;an situaciones económicas Dla =unción producto 
total > la =unción producto marginalJ9
Nivel intermedio
5n este nivel est2n situados dos alumnos de BacCillerato Kue 
comparten caracter?sticas del anterior nivel > del siguiente 
desde el punto de vista de su capacidad para identi car las 
nociones económicas representadas en dos registros di=eG
rentes pero teniendo di cultades en relacionar los di=erentes 
signi cados de la idea de derivada para eUplicar la situación 
económica9 Zo Cemos distinguido del nivel anteriorR >a Kue 
en este caso los estudiantesR sin llegar a reali;ar tratamienG
tos en algunos de los registros ni conversionesR muestran en 
determinadas tareas algunos PUitos Kue creemos indican un 
proceso de desarrollo ma>or9 Zas caracter?sticas de los estuG
diantes Kue Cemos situado en este nivel intermedio son:
f Nierta capacidad de conversión entre registrosR tanto 
en un sentido como en otro9
f jolamente entienden > aplican los signi cados de 
la derivada como modeli;ación de determinadas siG
tuaciones Dconceptos económicosJ en determinadas 
situaciones o conteUtos pero no en otros9
Por eTemploR el estudiante \F de BacCillerato en la tarea 
@ representa Bien las gr2 cas relativas a las =unciones de 
la demanda > la o=erta desde la taBla dadaR demostranG
do as? Kue utili;ando la in=ormación DpuntoR puntoJ dada 
por la taBla es capa; de reali;ar la conversión al registro 
gr2 co9 jin emBargoR tiene di cultades en oBtener las eUG
presiones algeBraicas9 5n la s=unción de o=ertat consigue 
dar la pendiente Den la entrevista diTo Kue la oBtuvo spor 
intuicióntJR no completando la =unción de demanda` oBG
servamos Kue como en casi todas las tareas de este nivel 
el alumno lo consigue sólo en parte9 5ste tipo de comporG
tamientos =ue situado en un nivel intermedio en el maneTo 
de los signi cados de las ideas matem2ticas en conteUtos 
económicos9
Nivel alto-alg
5s el m2s numeroso en cuanto a n[mero de alumnosR un 
total de H D_ de 8!5 > _ de BacCilleratoJ9 Zos estudiantes 
situados en este nivel utili;an el concepto de derivada 
con un meTor tratamiento en el registro algeBraico Kue 
en el gr2 co9 5stos estudiantes pueden estaBlecer asoG
ciación entre el registro inicial > otro distinto pero tieG
nen di cultades en el uso de los signi cados de la idea 
de derivada para eUplicar las di=erentes caracter?sticas
de las situaciones económicas9 Zas caracter?sticas de este 
nivel son:
f \uen tratamiento del registro algeBraico en la utiliG
;ación de la derivada` derivan Bien > calculan correcG
tamente tasas de variación9
f Reali;an conversiones desde el algeBraico al gr2 G
coR aunKue no as? al contrario9
Por eTemploR el estudiante \_ DBacCilleratoJ necesita del 
registro algeBraico en una tarea gr2 ca sin llegar a la soG
lución9 cr2 camente vuelve a diBuTar una =unción igual 
Kue la daBa en la tarea correspondiente al coste marginal` 
sin emBargoR > con un eTemplo algeBraico Kue el alumno 
inventa por s? mismoR da una eUpresión correcta de la 
=unción Kue se pide Dcoste totalJ pero no lo lleva a tPrmiG
no en la gr2 ca9 Por tantoR este estudiante D\_J aplica > 
utili;a la derivada para comprender amBos conceptos de 
coste pero solamente en el registro algeBraicoR presenG
tando di cultades en el gr2 co9 5ste comportamiento =ue 
,uente: Tarea 4; Alumno A1.
,uente: Tarea 2; Alumno B7.
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   el m2s numeroso entre los estudiantes de amBos grupos > permitió identi car la di cultad Kue algunos alumnos 
tienen en el maneTo del registro gr2 co =rente al maneTo 
del registro algeBraico9
Nivel alto-gra
5s el menos numeroso con tan sólo dos alumnos Duno de 
8!5 > uno de BacCilleratoJ9 Zos estudiantes situados en 
este nivel muestran un meTor tratamiento en el registro 
gr2 co Kue en el algeBraico9 Zas caracter?sticas en este 
nivel son:
f \uen tratamiento del registro gr2 co en la utiliG
;ación de la derivada` interpretan correctamente los 
conceptos económicos a travPs del concepto geomPG
trico o gr2 co de la derivada9
f Presentan di cultades a la Cora de utili;ar la deriG
vada en el registro algeBraico DproBlemas al derivar > 
calcular tasas de variaciónJ9
f Reali;an conversiones entre amBos registros indisG
tintamenteR con algunas di cultades desde el algeBraiG
co al gr2 co9
f Ouestran una mu> alta com presión de la derivada en 
los conceptos económicos9
5ste nivel viene caracteri;ado por la discriminación por 
parte de los estudiantes de las di=erentes nociones ecoG
nómicas dadas por el registro gr2 co maneTando las reG
laciones entre los elementos matem2ticos del concepto 
de derivada Kue =acilitan el uso de los signi cados de 
la idea de derivada en la eUplicación de las situaciones 
económicas9
Por eTemploR en la tarea QR el estudiante \b Dalumno n[meG
ro b de BacCilleratoJ diBuTa una gr2 ca creciente a partir de 
la =unción inicialR > la Tusti ca indicando Kue el concepto 
de coste de oportunidad es cada ve; ma>or deBido a Kue 
la =unción inicial es cóncava como seIaló en la entrevista9 
5n este caso el estudiante traslada el CecCo de Kue el coste 
de oportunidad es creciente en una =unción inicial cóncava 
a una sola =unción Kue recoge lo anterior Dpasa de la deG
rivada en un punto a la =unción derivadaJ9 5s importante 
reseIar el CecCo de Kue esta =unción derivada Kue se les 
pide no la conocen como talR es decirR no la Can aprendido 
m2s Kue como un punto Dderivada en un puntoJR de aC? la 
importancia de este comportamiento durante la resolución 
del proBlema: aplicar el concepto de derivada en el registro 
gr2 co para modeli;ar a travPs de una =unción un concepto 
económico9
,uente: Tarea 5; Alumno B4.
,uente: Tarea 6; Alumno B5.
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Nivel superior
!os alumnos del grupo de 8!5 presentan las siguientes 
caracter?sticas en la utili;ación del concepto de derivada 
en amBos registros9 Zas caracter?sticas son:
f 8plican las reglas de derivación en el registro algeBraiG
co Dderivan Bien > calculan sin di cultades las tasas de 
variación mediasJ9
f 6so adecuado del signi cado geomPtrico de la idea de 
derivada en las tareas donde aparece solamente el regisG
tro gr2 co9
f Reali;an conversiones en amBos sentidos entre amBos 
registros9
Para este nivel volvemos a mostrar otro eTemplo de la taG
rea _9 5l estudiante 8F Dalumno F de 8!5J oBtiene gr2 G
camente amBas =uncionesR relaciona sus =ormas diciendo 
Kue si la =unción de producciónR = DZJR crece entonces la 
=unción producto marginal DPOZ q POgJ es positiva > 
al contrario9 5n este sentido el estudiante tiene en cuenta 
tamBiPn la in=ormación Kue le proporciona cada una de
las =uncionesR > oBtiene las eUpresiones algeBraicas
de amBasR mostrando comprender > utili;ar los signi caG
dos de la =unción derivada > su relación con la =unción de 
la Kue procede9 5s capa; de oBtener la =unción producto 
marginal DPOZ q POgJ Kue es la =unción derivada tanto 
gr2 ca como algeBraicamente a partir de la =unción de 
producción = DZJ Dcon Z q n[mero de traBaTadoresJ Kue 
es la inicial9 cracias al uso correcto de los signi cados 
del concepto de derivada > a su capacidad de conversión 
entre registros consigue oBtenerR eUplicar > relacionar la 
=orma las dos =unciones9
DISCUSIÓN Y CONCLUSIONES
uBservando los niveles generados > sus caracter?sticas 
podemos identi car las siguientes ideas:
iJ 5Uiste entre los estudiantes un predominio del maG
neTo del registro algeBraico9
iiJ 5l maneTo del registro gr2 co en los alumnos de 
8!5 es ma>or Kue en los de BacCillerato9
iiiJ 5l Buen maneTo de amBos registros es el Kue garanG
ti;a un ma>or grado de comprensión > aplicación de la 
derivada como concepto matem2tico en la meTor comG
prensión de los conceptos económicosR como muestran 
los alumnos F > H de 8!5 Dnivel superiorJ9
Non respecto a la primera ideaR de los E@ alumnos situados 
en un nivel alto o superiorR H de ellos DQQ{J est2n situaG
dos en el nivel altoGalg9 5ste CecCo puede interpretarse si 
anali;amos las caracter?sticas de los curr?culos actuales de 
matem2ticas en el BacCilleratoR en los cuales el registro 
algeBraico sigue siendo el predominante al presentarse los 
contenidos matem2ticos de manera predominante en Pste9 
Non respecto a la segunda ideaR > a pesar de lo comentado 
anteriormenteR eUisten importantes di=erencias entre los 
alumnos de BacCillerato > universidad en el tratamiento 
del registro gr2 coR tanto dentro del nivel altoGalg como 
en el resto de niveles9 Non respecto a las caracter?sticas de 
este nivelR =ormado por cuatro estudiantes de BacCillerato 
> _ de universidadR si Bien es cierto Kue los estudiantes 
de universidad dominan de =orma predominante el regisG
tro algeBraico no es menos cierto Kue el tratamiento Kue 
muestran del gr2 co > las conversiones del gr2 co al alG
geBraico son sensiBlemente meTores Kue las mostradas por 
sus compaIeros de BacCillerato9 8dem2sR los dos alumnos 
situados en el nivel superior son de universidadR CecCo 
Kue puede apo>ar el Kue los estudiantes universitarios doG
minan m2s el registro gr2 co9 ji oBservamos los curr?cuG
losR Cemos de destacar el CecCo de Kue la econom?a es una 
ciencia con contenidos eminentemente gr2 cosR donde el 
paralelismo entre registro gr2 co > algeBraico es necesaG
rio al introducir los conceptos económicos9 5stos alumnos 
universitarios tienen m2s recorrido en este sentidoR lo cual 
puede Tusti car estos datos con respecto a los de BacCiG
lleratoR Kuienes arrastran dP cits matem2ticos importantes 
derivados del no tratamiento de otros registros distintos 
al algeBraico > tamBiPn deBido al CecCo de llevar poco 
tiempo aprendiendo econom?a9
!e estas dos situacionesR > Caciendo mención a la tercera 
idea Kue antes destac2BamosR se puede indicar Kue el meTor 
modo de usar la idea de derivada en situaciones económicas 
consiste en aBordar todos los registros posiBles > trans rienG
do de uno a otro indistintamente > desde una perspectiva 
eminentemente pr2ctica Des decirR en conteUtos económiG
cosJ9 Por otra parteR desde el punto de vista del papel de las 
conversiones > tratamiento de los registrosR la comprensión 
> uso del concepto matem2tico de la derivada en el aprendiG
;aTe de la econom?a ser2 tanto m2s avan;ada cuanto ma>or 
sea la capacidad de reali;ar tratamientos > conversiones enG
tre los registros algeBraico > gr2 coR sin con=undirlo con su 
representación en cualKuiera de ellos9 5llo conllevar2 una ,uente: Tarea 4; Alumno A7
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   meTor comprensión de los conceptos económicos modeliG;ados9 8s? lo muestra la manera en la Kue los alumnos 8F 
> 8H Can resuelto las di=erentes tareas propuestas9 ko se 
puede con=undir la derivada con una determinada =orma de 
representación en un registro Dpor eTemplo =MDUJ o NOg en 
el algeBraicoR o una determinada =orma de la =unción en el 
gr2 coJ9 5l PUito en este tipo de tareas puede relacionarse 
con el tratamiento > la conversión en los distintos registros > 
sin asociar el concepto a una determinada representación9
5n este sentidoR es importante oBservar el CipotPtico camiG
no a recorrer Casta alcan;ar el nivel superiorR es decirR deG
Bemos detenernos en cu2les son los neUos de unión entre 
un nivel > otroR > Buscar los mecanismos Kue Cacen posiG
Ble el paso de uno a otro9 Nonsideramos Kue es un proceso 
de aprendi;aTe continuoR al estilo del Kue mostraron 5lia 
> jp>rou D@^^QJR al a rmar Kue eUisten tres niveles conG
ceptuales > semióticos de entendimiento del concepto de 
=unciónR los cuales est2n relacionados con la CaBilidad de 
utili;ación en di=erentes sistemas de representación` estos 
tres niveles conceptuales son conceBidos como un proceG
so continuado en el aprendi;aTe9 5n este sentido nosotros 
podemos trasladar estas caracter?sticas al caso de la comG
prensión de la derivada > su relación con el desempeIo 
de las tareas económicas9 !esde esta perspectivaR los cinG
co niveles identi cados en nuestra investigación podr?an 
agruparse en tresR como concluimos en la parte de an2lisisR 
en donde dos de ellos contienen dos suBniveles:
f kivel ^R: niveles BaTo e intermedio9
f kivel ER: niveles altoGalg > altoGgra9
f kivel @R: nivel superior9
!uval D@^^QGBJR al anali;ar la importancia de las conversioG
nesR estaBleció tres niveles en la capacidad de los alumnos 
de reali;arlas: nivel super cial DSurface levelJR nivel interG
medio DIntermediate levelJR nivel pro=undo DDeep levelJ9 5n 
el conteUto de la comprensión de la idea de derivada se Can 
identi cado distintos niveles: kivel 0kVR8R kivel 0kV5RR 
kivel VR8kj Dj2ncCe;GOatamorosR carc?a > Zlinares 
D@^^QJ dados por la manera en la Kue los estudiantes son caG
paces de integrar los di=erentes registros > traslaciones entre 
ellos9 5stos dos traBaTos muestran la importancia Kue tiene 
la capacidad de relacionar > tratar un concepto matem2tico 
en di=erentes registros > con otros conceptos9 5n nuestra 
investigación se muestra cómo los estudiantes con ma>or 
CaBilidad para relacionar el concepto matem2tico con el 
económico en di=erentes registros son los Kue alcan;an un 
meTor entendimiento > aprendi;aTe de amBos9 8s?R en el 
conteUto del uso de la idea de derivada en la resolución de 
situaciones económicas eUiste cierta correspondencia entre 
la clasi cación de niveles de nuestra investigación > las de 
!uval D@^^QBJ > j2ncCe;GOatamoros D@^^QJ9 
!esde la in=ormación reunida Casta estos momentosR el 
avance del nivel ^R Dnivel BaToGintermedioJ al nivel @R 
DsuperiorJ viene caracteri;ado por la meTora en el trataG
miento de amBos registros por separado >R soBre todoR en 
sus conversiones as? como por la naturale;a de las relacioG
nes entre los di=erentes elementos matem2ticos del conG
cepto de derivada Dtasa de variación mediaR derivada en un 
punto > =unción derivadaJ9 !e aC? Kue sea =undamental dar 
una especial importancia al tratamiento del registro gr2 G
co Dpor estar discriminado en cierta medida en el sistema 
educativo por el registro algeBraicoJ > a las conversiones 
desde el gr2 co al algeBraico al mismo tiempo Kue se poG
tencian las relaciones entre las ideas de tasa de variaciónR 
derivada en un punto Dcomo un paso al l?miteJ > la =unción 
derivada Dcomo un operadorJ9 Para conseguir estas coG
neUiones > poder avan;ar Casta el nivel @RR los conceptos 
económicos deBer2n en=ati;ar el uso de los signi cados 
Kue la idea de =unción derivada tiene en los dos registrosR 
de manera Kue se a ance el nivel correspondiente al ^R 
Dnivel super cial desde el punto de vista de !uval f@^^Qf 
e 0ntra desde el punto de vista de j2ncCe;GOatamoros 
f@^^QJ9 5n este punto entrar?an en Tuego las conversiones` 
puede Kue los alumnos se va>an decantando en su proG
ceso de aprendi;aTe por un ma>or dominio de uno de los 
registros Dde aC? Kue el nivel ER se Bi=urKue en altoGalg > 
altoGgraJ` el [ltimo paso ser2 per=eccionar el tratamiento > 
conversiones de los registros en Kue el alumno tenga m2s 
di cultadesR Kue generalmente ser2n el gr2 co > converG
sión del gr2 co al algeBraico9 
Por eTemploR para una meTor comprensión del concepto de 
noste marginal > su relación con el NV DKue muestra la relaG
ción entre la =unción derivada > la =unción indicando cómo 
crece el coste al aumentar la producciónJR el nivel ^R se enG
cargar?a de presentarlos en los di=erentes registrosR el nivel 
ER =omentar?a los tratamientos de amBos en los dos regisG
trosR > el nivel @R iniciar?a las conversiones de los dos de un 
registro a otro indistintamente9 !e este modoR al tiempo Kue 
se alcan;a una ma>or comprensión de aKuPllosR se construG
>e una meTor comprensión del concepto de derivada desde 
todos los registrosR > con ella los conceptos económicos 
Kue modeli;a DNVGNOgR ,PGPOgR ,PPGN9u9R N90GR9O9j9R 
0socuantaGR9O9j9V9JR generando un feed-back entre el conG
cepto puramente matem2tico > el económico9
!e la misma manera Kue contrastó amCWinniemi D@^^QJR 
Kuien identi có numerosas di cultades en los estudianG
tes al anali;ar cómo perciB?an la derivada desde la gr2 G
ca de una =unción > KuP tipo de representaciones usaBan 
para elloR los alumnos de 5conom?a en BacCillerato > en 
los estudios de 8!5 en su inmensa ma>or?a conciBen la 
derivada como un instrumento mec2nico para contestar o 
resolver proBlemasR no llegando a entender KuP es lo Kue 
Cacen ni KuP les aporta un concepto como es la derivada 
de una =unción en la comprensión de la teor?a > pr2ctica 
microeconómicas9 utra de las conclusiones de esta inG
vestigación es la constatación de la naturale;a compleTa 
del uso de los conceptos matem2ticos en las situaciones 
económicas > las caracter?sticas de cómo se van desaG
rrollando las capacidades de los estudiantes de usarlos9 
5sta compleTidad Ca podido ser puesta de mani esto al 
integrar dos tipos de in=ormación en nuestra manera de 
interpretar los datos9 Por una parteR la perspectiva cogG
nitiva dada por los planteamientos de !uvalR > por otra 
la in=ormación desde las investigaciones soBre pensaG
miento matem2tico avan;ado9 PosiBlemente este tipo de 
en=oKues son los Kue pueden proporcionar nuevas maneG
ras de entender los nuevos proBlemas de investigación 
educativa Kue plantean los conteUtos interdisciplinares 
como Can sido en este caso el aprendi;aTe de conceptos 
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de microeconom?a > los recursos proporcionados por la 
investigación en did2ctica de las matem2ticas9
8 partir de estas consideraciones podemos generar alguG
nas implicaciones desde nuestra investigación en el senG
tido de Kue el aprendi;aTe de los conceptos económicos 
podr2 tener m2s PUito en la medida Kue se en=aticen los 
signi cados de los conceptos matem2ticos Kue a>udan a 
modeli;ar las situaciones económicas > por tanto en la 
medida Kue se incida m2s en la relación > dominio de 
amBos registros9
PosiBlemente sea necesario en una =utura investigación 
utili;ar una muestra m2s amplia de estudiantes para deG
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Oan> scienti c domains deal YitC matCematical concepts to 
construct tCeir postulates9 VCere=oreR in order to understand tCem it is 
important to consider CoY matCematical concepts are used to model 
tCe situations9 jpeci call>R tCe matCematic concept o= tCe derivate 
=unction is a We> concept in tCe understanding o= microeconomic 
concepts9 VCis conteUt Cas supported tCe emergence o= researcC 
aBout tCe relationsCips BetYeen tCe understanding o= economic 
concepts and CoY tCe matCematical concepts are used in modelling 
economic situations and CoY economics teacCers Yere aBle to linW 
matCematical and economical concepts in teacCing9
0n tCis stud> Ye anal>;ed tCe use o= tCe derivate in 
microeconomic concepts among CigC scCool students DEF or EH 
>ears oldJ and Est >ear Business administration degree students9 
jpeci call>R Ye address tCe =olloY researcC Kuestions:
f aoY do CigC scCool and universit> economics students use 
tCe derivative concept in solving economic proBlemsh
f XCat per=ormance levels and understanding o= tCe derivative 
concept can Be identi ed YCen CigC scCool and universit> 
students solve economic proBlemsh 
oia a Kuestionnaire composed o= Q microeconomic tasWs and 
tCe intervieYs YitC tCe studentsR Ye anal>sed CoY students use 
tCe grapCical and anal>tical meanings o= tCe derivate concept 
in solving economic proBlems9 Xe anal>sed tCe ansYers using 
as a tCeoretical re=erence !uvalMs tCeoretical in=ormation and 
speci call> tCe relationsCips BetYeen di==erent representation 
modes and tCe tCree levels o= cognitive processing: sur=ace 
levelR intermediate levelR and deep level9 8ccording to !uvalR 
tCere are tYo t>pical =eatures o= matCematic WnoYledge:  rstR tCe 
activit> o= solving proBlems reKuires tCe use o= several semiotic 
registers o= representation9 jecondR matCematic oBTects are not 
accessiBle B> perception` tCat is tCe reason YC> designating 
tCem alYa>s reKuires tCe use o= one mode o= representation9 
VCe Best mani=estation o= acKuiring WnoYledge is to Be aBle to 
relocate tCe learned concepts into neY representation modes` 
tCis process implies tCe development o= conversion9
Xe identi ed  ve levels o= per=ormance considering CoY students 
used tCe di==erent translations BetYeen tCe representation modes 
and conversions YitCin tCe same representation9 
Xe linWed tCese  ve levels o= per=ormance to di==erent 
development levels o= tCe derivative concept YCen solving 
economics proBlems9 VCe  ndings displa> tCe di= culties tCat 
students Cave B> using tCe meanings o= tCe derivate conceptR 
mainl> in tCe grapCical representationR YCen tCe> are solving 
economics proBlems9 
Xe Yere aBle to identi=> tCe =olloYing cCaracteristics =rom tCe 
di==erent levels o= per=ormance:
iJ VCere Yas an overGuse o= algeBraic register among students9
iiJ 6niversit> students used tCe grapCic register more tCan CigC 
scCool students9
aoYeverR Ye discovered tCat tCe s>ntCesis o= BotC registers 
DgrapCic and algeBraicJ supports tCe understanding and use 
o= tCe derivative concept as a matCematical concept in tCe 
modelling o= economic concepts9 VCe students conceived tCe 
derivative as a mecCanical procedure to appl> to tCe activities 
and tCe> did not understand CoY tCis concept contriButes to tCe 
management o= economic situations
VCe marginali;ation o= tCe grapCic representation and =avouring 
o= tCe algeBraic one in tCe matCematics curriculum and tCe 
limited relevance given to conversion tasWs in teacCing economic 
concepts could eUplain tCese results9 ,rom tCese  ndingsR Ye 
tCinW tCat tCe learning o= economic and matCematic concepts 
Yould improve i= tCe teacCing process paid due attention to tCe 
grapCic and algeBraic representation modes9
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